ELLIPSZISLEMEZ MASODFAJU ROGZITESE*
Hajdu Endre

Egy pénzérmének vagy egyéb lemezidomnak sajat sikjaban torténd elmoz-
gathatdsaga meggatolhat6 oly modon, hogy a lemez pereme mentén, alkalmasan
megvalasztott helyeken szdgeket verlink be. Ha a lemezidomnak konvex
sikidomot, a szogeknek egy-egy fix pontot — rogzitd pontokat — feleltetiink meg,
akkor a sikidom rogzitésével kapcsolatban kiilonféle problémak vethetdk fel,
melyek vizsgalata céljabol néhany fogalom bevezetése sziikséges.

A rogziteni kivant konvex sikidomot a tovabbiakban lemeznek mondjuk,
hatarvonala a perem, a perem mentén elhelyezett rogzitd pontok dsszessége a
rogzitd rendszer. Nem kellé szamu vagy nem megfelel6 modon elhelyezett
rogzité pontok a lemez mozgasat csupan korlatozzak, gatoljak, vagyis a rogzitd
rendszer ilyen esetben nem hatésos. Testek rogzitése is torténhet alkalmasan
elhelyezett pontrendszerrel, de a tovabbiakban csak sikbeli alakzatok rogzité-
sérdl lesz szo.

Ismeretes, hogy a sikbeli elmozgatasok eltolasok vagy elforgatasok. A ket
lehetséges elmozgatasnak megfelelden a sikbeli rogzitéseket két csoportra
oszthatjuk: els6faji rogzitésrol beszéliink, ha a rogzité rendszer csupan az elto-
lasait akadalyozza meg a lemeznek.

Misodfaju a rogzités, ha az elforgatasait zarja ki a lemeznek. Teljes rogzitésrol
besz¢€llink, ha a lemez eltoléasa ¢€s elforgatasa egyarant gatolva van.

A rogzitésekkel kapcsolatban alapvetd a primitiv rdgzité rendszer fogalma;
mely hatdsos a szoéban forgo rogzités tipus tekintetében, de nincs egyetlen folos-
leges pontja sem, vagyis barmelyik pontjat elhagyva, a lemez valamilyen médon
elmozgathatova valik. Adott lemeznek tobb, kiilonb6z6 elemszamu, de azonos
faji rogzitést biztosito rogzitésmodja is lehet. Egy korlemez els6faja primitiv
rogzitd rendszerének elemszama példaul 3 vagy 4 (1. abra).

1. abra
Egy sav masodfaju primitiv rogzit6 rendszerének elemszama 2 vagy 3 (2. abra).

*Az ELLIPSZISLEMEZ MASODRENDU ROGZITESE cimii dolgozat
javitott valtozata



2. dbra

Megmutathato, hogy konvex sikidomok els6faju primitiv rogzitd rendszere
legfeljebb 4 elemti, ha a perem barmely pontjahoz csak egy érintd tartozik.
Altaldban a primitiv rogzité rendszer maximalis elemszdmanak meghatarozasa a
nehezebb feladat egy alakzat rogzitése esetén. Az elsd két dbra azt is szemlélteti,
hogy a két sikbeli rogzités-tipus egyike sem biztositéka a lemez teljes rogzitett-
ségének; azaz egy elsOfajlian rogzitett lemez esetleg még elforgathat6 (1. abra)
¢s egy masodfajuan rogzitett lemez esetleg eltolhaté még (2. abra).
A tovabbiakban kizarolag a mésodfaji rogzités korébe tartozo feladatokrol
lesz szo.
Egy sikbeli alakzat minden pillanatnyi forgd mozgasa valamilyen forgaskozép-
pont (forgas-kozéppont, a tovabbiakban: centrum) koriil megy végbe. Egy-egy
centrum kortil pozitiv vagy negativ forgasiranynak megfelelden fordulhat el a
rogzitendd lemez. A sik azon pontjai, melyek koriil elforgathat6 a lemez —
vagyis a szabad centrumok — alkotjak a szabad centrumtartomanyt. Azok a
pontok, melyek koriil elforgatas nem lehetséges — vagyis a kizart centrumok —
alkotjak a kizart centrumtartoményt.
A masodfaju rogzités célja olyan rogzitd rendszer konstrudlasa, mely biztositja,
hogy a sik minden pontja kizart centrum legyen. E feladat megoldasa végett
tisztazni kell egyetlen rogzitd pont esetén a szabad ¢és kizart centrumtartoma-
nyok helyzetét, milyenségét, a perem jellegének fiiggvényében.
Ha a rogzit6 pont kornyezetében
a). a perem egyenes (szakasz), a peremnek az R r6gzit6 pontot tartalmazo
normalisa — vagyis az n tdmasznormalis — a sikot két részre osztja (3. abra). Az
abra a. részletén sraffozéssal jelolt félsik pontjai koriil pozitiv forgasiranyban
nem forgathato el a lemez, vagyis az n hataregyenesii félsik pontjai alkotjak a
pozitiv forgasiranyu elforgatasbol kizart centrumtartomanyt (3. abra).

3. abra



Nem tartozik a kizart centrumtartomanyba a tdmasznormalisnak azon R
kezddpontu félegyenese, mely a perem h egyenese altal elvalasztott félsikok
koziil a lemezt nem tartalmazoba esik. Ezt a tényt, vagyis, hogy az emlitett
félegyenes pontjai nem kizart centrumok, szaggatott vonal jelzi. Célszerli a
tamasznormalist irdnyitott egyenesnek tekinteni, oly mddon, hogy irdnya a
rogzité ponttol a lemez felé mutasson. Ekkor a pozitiv kizart centrumtartomany
a tamasznormalis iranyaba nézve jobbra esik.

A b. dbrarészlet a negativ forgasiranyu elforgatas lehetdségébdl kizart pontok
tartomanyat szemlélteti sraffozassal. Ez a tartomdny a timasznormalistdl balra
esik. A tdmasznormalisnak mindkét forgasirany tekintetében hatasos részét
folytonos vonal, a hatastalan részét szaggatott vonal jelzi.

b). A perem koriv. Ha a r6gzitd pont kornyezetében a perem O kézéppontt, r
sugaru koriv (4. dbra), akkor a tAmasznormalis altal elvalasztott félsikok
alkotjak ismét a kizart, ill. a szabad centrumtartomanyokat. Azonban most a
tamasznormalisnak csupan az O-tol R-ig terjedd szakasza tartozik a — mindkét
forgasirany tekintetében — kizart centrumtartommanyhoz, az O pont kivéte-
lével.

4. abra

Ugyanis ha P az RO szakasz bels6 pontja, Q a perem tetszéleges, R-t6l
kiilonb6zo pontja, akkor f < a, ezért a PQR haromszdgben az R csuccsal
szemben 1év0 oldal nagyobb, mint a Q-val szemben 1év6, kovetkezdleg a
lemez P koriil nem forgathato el pozitiv iranyban gy, hogy a PQ szakasz a
PR' szakasszal fedésbe keriiljon, ha R' a koriv R-rel szomszédos pontja. Az
abran sraffozassal jelolt félsik belsd pontjai is kizart centrumok. A negativ
kizart centrumtartomany ismét a pozitiv kizart centrumtartomanynak a ta-
masznormalisra vonatkozo6 tiikorképe.

¢). A perem a rogzito pont kdrnyezetében olyan h gorbe, melynek R-hez tarto-
70 pontjahoz 1étezik a gorbét atmetszd simulokor (ha nem metszi at, akkor
az eset azonos a koriv peremnél latottal). EKkor az 5. abran lathato centrum-



tartomanyok egymas tiikorképei, az OR szakasz kivételével.
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5. dbra

A sik 6sszes pontjanak, mint lehetséges forgdscentrumnak kizarésa éaltalaban
tobb modon 1s megvaldsithatd, amint mar a 2. dbra is példazta. A kizart cent-
rumtartomanyok fogalmanak ismeretében a 2. a 4bra magyarazata a kovetkezo:
mivel most a tAmasznormalisok egybeesnek (a 6. dbran a konnyebb érthetdség
végett a tdmasznormalisok egymastol kissé eltolva lathatok), a korabban
elmondottak értelmében a kizart centrumtartoméanyok lefedik a teljes sikot, tehat
a lemez, vagyis a sav masodfaju rogzitése megvalosul.
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6. abra

Az alakzatok sziik osztadlyanak masodfaju rogzitése oldhatdo meg csupan két
rogzité ponttal; Iényegesen hatékonyabb a harompontos rogzités. A harom-
pontos rogzités sordn harom félsikkal kell lefedni a teljes sikot, azaz kizarni
minden lehetséges centrumot, ami csak akkor lehetséges, ha a félsikok hatar-
egyenesei egy (a végesben vagy a végtelenben 1€évd) pontban metszik egymast.
Ebbdl kovetkezik a harompontos rogzités elso feltétele:

I. Feltétel: masodrendii rogzités esetén a tamasznormalisoknak egy — esetleg
idealis — pontban kell metszeniiik egymast.



A 7. abra példat mutat arra, hogy az elsé feltétel nem elégséges feltétele a ma-
sodfaji rogzitésnek. Az egy pontban metsz0d6 tamasznormalisokkal hatarolt
félsikok (pozitiv kizart centrumtartomanyok) nem fedik le a sikot, a sik fedetlen
részében 1évo P pont koriil a lemez elforgathato.

7. dbra

Ahhoz, hogy harom félsik lefedje a teljes sikot, az is sziikséges, hogy a harom
tamasznormalis koziil barmelyik keét felsik altal fedetleniil hagyott sikrészt a
harmadik tamasznormalis félsikja lefedje. E kivanalmat fogalmazza meg a

I1. Feltétel: masodfaja, harompontos rogzités esetén barmely két azonos eldjelil
kizart centrumtartomany altal le nem fedett szogtartoméanyt a harmadik azonos
eldjelli centrumtartomanynak kell kizarnia; ez teljesiil, ha a tdmasznormalisok
altal paronként bezart hajlasszogek osszege 360°. A végesben €s a végtelenben
1évd C, metszeéspont esetét szemlélteti a 8. abra.
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8. abra

A 9. abra arra mutat példat, hogy a fenti két feltétel teljesiilése sem biztositéka
minden esetben a lemez masodfaji rogzitettségének; a 9.a dbran lathato esetben
a sik egyetlen pontja, az O pont nem tartozik egyetlen kizart centrumtartomany-
hoz sem, ezért nem hatasos a rogzitd rendszer, a timasznormalisok k6zos pontja
nem régzitési centrum.

A masodfaja, harompontos rogzités neve: centralis régzités , melynek

II1. Feltétele: hdrompontos rogzités esetén a C, rdgzitési centrumnak legalabb
két kiilonbozo eldjelit kizart centrumtartoméanyhoz kell tartoznia.




A 9.a 4dbra lemeze nincs rogzitve; a 9.b abra esetében a C, pontra a feltétel mar
teljesiil, a lemez régzitve van. A tdmasznormalisok Osszege 360°.

9. abra

A rogzitési feltételek ismeretében egy haromszoglemez rogzitése torténhet a 10.
abran lathaté modon. A cstcspontokban az oldalakra allitott merdlegesek alta-
laban hatszoget (derékszogli hdromszog esetében téglalapot) hatdrolnak; a hat-
sz0gon beliil tetsz6legesen folvehetd a rogzités C, centruma, melynek a
haromszog oldalaira vonatkozé talppontjaihoz keriilnek a rogzité pontok.

10. abra

A haromszoglemez négypontos rogzitd rendszeréhez jutunk, ha a 10. 4bra egyik,
példaul az R; rogzitd pontjat olyan két rogzitd ponttal helyettesitjiik, melyek az
eltavolitott Ry helyét kozre fogjak (11. abra).

11. abra

Az a. dbrarészlet szerint R'1az Ry és Rs rdgzitd pontok kizart pozitiv centrum-
tartomanyai altal le nem fedett szogtartomany lefedését biztositja, mig R"; a



negativ kizart centrumtartomanyokét.

Az ellipszislemez harompontos rogzitésének csak azon eseteivel foglalkozunk,
amikor a rogzitési centrum az ellipszis valamelyik tengelyén van (12. dbra).
Ha adva van a rogzitési centrum, akkor ahhoz, hogy kijeloljiik a megfelel6 rog-
zit0 pontokat, meg kell szerkeszteni az ellipszisnek a C, ponthoz illeszked6
normalisait. Ennek egyik legegyszerlibb modja az, hogy az a,b adatokkal bird
ellipszist egy b sugaru henger metszetének tekintjiik. Felfoghatjuk azonban az
ellipszist a henger egy olyan k korének ferde vetiileteként is, melynek kdzép-
pontja az abran vastag betlivel jelzett C (az abra alsé része a henger tengelyét
tartalmazo, s a papir sikjara merdleges sikjara vonatkoz6 vetiilete) az emlitett
kort is vastag betii jelzi: kK . A szerkesztés tovabbi 1épései leolvashatok az abra-
rol. Részletesebb magyarazat mell6zhetének tlinik, mert nem 1ényeges, hogy
éppen a 12. 4bra szerint hatarozzuk meg a C; - hez illeszkedd normalisokat.

12. abra

Az R; r0gzitd pont kijeldlése utan, a normalisok meghatarozzak az R, és R3 rog-
zit6 pontot is. Az els6 két rogzitési feltétel teljesiilése nyilvanvalo a 13. abran, a
harmadik rogzitési feltétel is teljesiil, mert C, az Ry negativ kizart centrumtarto-
manyaban van, mig R3 a pozitiv centrumtartoményaban (itt nincs vastagitassal
jelolve a kizartsag).

13. abra



Az é4bra feltlinteti az R, - hoz tartozo gorbiileti kozéppont szerkesztését is,
valamint a B, D gorbe ivhez tartozé gorbiileti kozéppontokat.
Ha C, —» O, akkor R, — D, hapedig C, —G,, akkor R, —»B.

A kistengely belsd vagy végpontjahoz is keriilhet a r6gzitd pont, ilyen esetben
a masik két rogzité pont helyzete is valtozik a gérbén.
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